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概要

アルゴリズム的情報理論において, ランダム性を定義するのに三つの主要な方法
がある. テストによる方法, 複雑性による方法, マルチンゲールによる方法がそれで
ある. これらによるランダム性の定義は, どれもある特別な零集合に含まれないこ
と, として見ることができる. 本稿では, 第一の方法によって Martin-Löf ランダム
性と Schnorrランダム性を定め, 第二の方法によって Chaitinランダムを定め, 第三
の方法によって計算可能ランダム性を定める. 本稿は, これらのランダム性に関して
以下の内容を含む. Martin-Löfランダム性と Schnorrランダム性を, 複雑性やマル
チンゲールを用いて特徴づける. これらの特徴付けによって, Schnorrランダム性は
Martin-Löf ランダム性の定義や特徴付けに, 測度の計算可能性の条件を付加したも
のであることが分かる. また, これらの特徴付けの一つとして, Martin-Löfランダム
性と Chaitin ランダム性が一致することを示す. さらに, Martin-Löf ランダム性は
計算可能ランダム性を導き, 計算可能ランダム性は Schnorr ランダム性を導くこと
を示す. また, 万能なテスト・複雑性・マルチンゲールの存在が議論される.

1 準備
1.1 カントール空間

ω で（0を含む）自然数全体の集合を表す. 2<ω で有限二進列全体の集合, 2ω で無限二
進列全体の集合を表す. 空列と空集合はどちらも ∅で表す. σ, σ′ ∈ 2<ω と τ ∈ 2<ω ∪ 2ω

と自然数 nに対して, στ で, σ の後に τ を繋げてできる二進列を表す. σn で, σ を n回
繋げてできる有限二進列を表す. ただし, n = 0 のときは空列を表す. σ ≼ τ で, ある
ρ ∈ 2<ω ∪ 2ω が存在して σρ = τ であることを表す. さらに, σ ̸= τ のときは, σ ≺ τ , 或
いは, σ � τ と書く. σ ≼ σ′ か σ′ ≼ σ のとき, σ と σ′ は比較可能であると言う. そうで
ないとき, 比較不可能であると言う. [[σ]]で 2ω の部分集合 {α ∈ 2ω : σ ≺ α}を表す. |τ |
で τ の長さを表す. ただし, τ ∈ 2ω のときは |τ | = ∞とする. m ≤ |τ |に対して, τm で τ
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の m番目の値を表し, τ � mで, τ の始切片で長さが mである二進列を表す. i ∈ {0, 1}
は, しばしば長さ 1 の有限二進列でその唯一の値が i であるような有限二進列と同一視
する.

2ω は {[[σ]] : σ ∈ 2<ω}を開基とする位相と同一視され, その位相空間をカントール空間
と呼ぶ. A ⊂ 2<ω に対して, [[A]] で

∪
σ∈A[[σ]] を表す. [[A]] はカントール空間の開集合

であり, [[A]] を Aで生成される開集合 と呼ぶ. 逆に, カントール空間上の開集合 O に対
して, ある A ⊂ 2<ω が存在して, O = [[A]] が成り立つ. A ⊂ 2<ω は, 任意の異なる二
つの A の要素が比較可能ではないとき, 反鎖 である, 或いは, prefix-free であると言う.

カントール空間上の開集合 O に対して, それを生成する 2<ω の部分集合を B とする.

C = {σ ∈ B : (∀τ ≺ σ)[τ ̸∈ B]} と定めれば, これは反鎖かつ [[B]] = [[C]] である. 従っ
て, カントール空間の任意の開集合は 2<ω のある反鎖部分集合によって生成される.

任意の σ ∈ 2<ω に対して, λ([[σ]]) = 2−|σ| で定まる 2ω 上の測度 λを（fair-coin）測度
と言う. λ(2ω) = 1 が成り立つ. また, 任意の反鎖集合 A ⊂ 2<ω に対して, λ([[A]]) =∑

σ∈A 2−|σ| が成り立つ. 従って,
∑

σ∈A 2−|σ| ≤ 1が成り立つ. これを Kraftの不等式と
呼ぶ. N ⊂ 2ω が零集合であるとは, λ(N) = 0のことを言う. これは, 任意の n ∈ ωに対
して, ある開集合 O が存在して, N ⊂ O かつ λ(O) ≤ n−1 が成り立つことと同値である.

1.2 計算可能性理論

このノートでは, 計算可能性理論の基本知識を前提とする.

適切に自然数にコード化することによって, 2<ω を自然数の計算可能な部分集合と見な
すことができ, 2<ω 上でも計算可能な集合や関数, 或いは, c.e. 集合（計算的枚挙可能集
合, 再帰的枚挙可能集合, 或いは, r.e. 集合とも言う）を考えることができる. また, 前節
で定めた有限二進列についての関数や関係は計算可能としてよい. カントール空間上の開
集合 O が c.e.であるとは, O を生成するある c.e.集合 A ⊂ 2<ω が存在することを言う.

このとき, c.e.集合 Aのインデックス（つまり, Aを生成するプログラムの Gödel数）を
O のインデックスと呼ぶ. 一般にインデックスは, 存在すれば無数にある.

f が X から Y への部分関数 とは, dom(f) ⊂ X で, かつ, rng(f) ⊂ Y であることを
言う. ここで, dom(f)で f の定義域を rng(f)で f の値域を表す. X = Y のときは, f を
X 上の部分関数 と言う. f を X から Y への計算可能部分関数とする. 任意の s ∈ ω と
x ∈ X に対して, fs(x)で計算可能部分関数 f に xを入力し, sステップだけ計算したと
きの出力（あれば）を表す. 同様に, c.e.集合 A ⊂ X についても, x ∈ As で sステップ
の計算で x ∈ Aであることが成り立つことを表す. As は有限集合であり, s（と Aのイン
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デックス）について一様に計算可能な集合となる.

定理 1. c.e.開集合のインデックスから, 同じ c.e.開集合を生成する計算可能反鎖集合の
インデックスを与える計算手続きがある.

Proof. A ⊂ 2<ω を c.e. 集合とする. φ(σ) ≡ (∃τ ≼ σ)[τ ∈ A|σ|] と定める. σ ∈ B を,

φ(σ)かつ (∀σ′ ≺ σ)¬φ(σ′) と定めれば, この B が求める計算可能反鎖集合である.

f : ω → Q が（強い意味で）計算可能 であるとは, ある計算可能関数 F : ω → ω ×
ω × ω が存在して, 任意の m ∈ ω に対して, F (m) = (a, b, c) とすれば, a = 0 なら
f(m) = b/c が成り立ち, a ̸= 0 なら f(m) = −b/c が成り立つことを言う. r ∈ R
が 計算可能 であるとは, ある計算可能な関数 f : ω → Q が存在して, 任意の n ∈ ω

に対して, f(n) − n−1 ≤ r ≤ f(n) + n−1 を満たすことを言う. このとき, 計算可
能関数 f のインデックスを r のインデックス と言う. g : ω → R が 計算可能 であ
るとは, ある計算可能関数 G : ω × ω → Q が存在して, 任意の m,n ∈ ω に対して,

G(m,n) − n−1 ≤ g(m) ≤ G(m,n) + n−1 を満たすことを言う. このとき, m ∈ ω と
p, q ∈ Qに対して, g(m) > pや g(m) < q はmと p, q に関する c.e.な関係（換言すれば,

{(m, p) ∈ ω ×Q : g(m) > p}等は c.e.集合）である. g の像が偶々 Qや ω の部分集合に
なるときは, g は Qへの（或いは, ω への）弱い意味での関数と言う.

c.e.開集合 O に対して, 定理 1より O を生成する計算可能反鎖集合 Aがある. このと
き, λ(O) = lims→∞[[As]]が成り立つから, 次の定理が成立する.

定理 2. 計算可能な測度を持つ c.e.開集合 O について, 任意のm ∈ ω とその測度, 及び,

c.e. 開集合のインデックスから, λ(O \ [[F ]]) ≤ m−1 を満たす有限集合 F ⊂ 2<ω のイン
デックスを与える計算手続きが存在する.

インデックスを持つオブジェクトの列 {On}n∈ω が 計算可能 であるとは, ある計算可
能な関数 f : ω → ω が存在して, 任意の n ∈ ω に対して, f(n) が On のインデックス
であるときを言う. 任意の n ∈ ω に対して, インデックスを持つオブジェクト On が
nについて一様に計算可能であるとは, {On}n∈ω が計算可能な列であることを言う.

2 テストによるアプローチ
定義 3 (テスト). {Tn}n∈ω をカントール空間上の開集合の減少列とする. {Tn}n∈ω

が テスト であるとは,
∩

n∈ω Tn が零集合であることを言う. このとき,
∩

n∈ω Tn を
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テスト {Tn}n∈ω による零集合と呼ぶ. 無限二進列があるテストに合格するとは, そのテ
ストによる零集合の要素とならないことを言う.

次が成立することは定義から自明である.

定理 4. 2ω 上の任意の零集合は, あるテストによる零集合の部分集合になる.

定義 5 (T ランダム性). T をテストの集合とする. 無限二進列が T ランダム であると
は, T に含まれる任意のテストに合格することを言う.

定義 6 (Martin-Löf ランダム性). テスト {Tn}n∈ω が Martin-Löfテスト であるとは,

{Tn}n∈ω は c.e.開集合の計算可能列で, かつ, 計算可能関数 f : ω → ω が存在して, 任意
の m ∈ ω に対し λ(Tf(n)) ≤ m−1 を満たすことを言う. TML を Martin-Löfテスト全体
の集合とする. TML ランダム性は, Martin-Löfランダム性とも呼ばれる.

演習 ∗ 7. *1 任意のMartin-Löfテストに対し, あるMartin-Löfテスト {Tn}n∈ω が存在
して, これらのテストによる零集合は一致し, 任意の n ∈ ω に対し, λ(Tn) ≤ 2−n が成り
立つ.

定義 8 (Schnorrランダム性). テスト {Tn}n∈ω が Schnorrテストであるとは, Martin-

Löfテストであって, かつ, ω から Rへの関数 n 7→ λ(Tn)が計算可能であることを言う.

TS を Schnorrテスト全体の集合とする. TS ランダム性は, Schnorrランダム性とも呼ば
れる.

演習 9. 任意の Schnorr テスト {Tn}n∈ω に対し, ある Schnorr テスト {T ′
n}n∈ω が存在

して,
∩

n∈ω Tn ⊂
∩

n∈ω T ′
n が成り立ち, かつ, 任意の n ∈ ω に対して λ(T ′

n) = 2−n が成
り立つ.

定義 10 (万能 T テスト). T をテストの集合とする. T のテストが万能であるとは, そ
のテストの零集合は, どんな T の要素による零集合をも覆うことを言う.

第 3 章で万能 Martin-Löf テストの存在を, 第 4 章で万能 Schnorr テストの非存在を
示す.

*1 「演習」の右肩に「*」が付いているものは, 後に事実として証明なしに使われる.
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3 複雑性によるアプローチ
定義 11 (接頭機械). 2<ω 上の部分関数 P が接頭であるとは, dom(P )が反鎖であるこ
とを言う.

定義 12 (複雑性). K : 2<ω → ω ∪ {∞}が（Kolmogorov）複雑性であるとは, ある接頭
関数 P が存在して, σ ∈ 2<ω に対し, K(σ) = min({|τ | : τ ∈ P−1} ∪ {∞})となること
を言う. このとき, K をKP と書き, このKP を P による複雑性と呼ぶ.

定理 13. 任意の接頭関数 P と n ∈ ω に対して,

λ({α ∈ 2ω : (∃m)[KP (α � m) ≤ m− n]}) ≤ 2−n

が成り立つ.

Proof. A = {σ ∈ 2<ω : KP (σ) ≤ |σ| − n かつ (∀τ ≺ σ)[KP (τ) > |τ | − n]} と定める.

定義より, Aは反鎖で, かつ, [[A]] = {α ∈ 2ω : (∃m)[KP (α � m) ≤ m − n]}が成り立つ.

σ ∈ Aに対し, |τσ| = KP (σ)を満たす τσ ∈ P−1(σ)を対応させる. この対応は単射であ
る. したがって,

λ([[A]])2n =
∑
σ∈A

2−|σ|+n ≤
∑
σ∈A

2−KP (σ) =
∑
σ∈A

2−|τσ| ≤ λ([[dom(P )]]) ≤ 1

を得る. 両辺を 2n で割れば, 求める不等式が得られる.

演習 ∗ 14. 任意の n ∈ ω に対し, あるm ∈ ω が存在し, K(α � m) ≤ m− nであること
と, lim supm→∞(m−K(α � m)) = ∞であることとは同値である.

系 15. 任意の複雑性 K に対して, {α ∈ 2ω : lim supm→∞(m −K(α � m)) = ∞} は零
集合である.

定義 16 (P による零集合). 接頭関数 P に対して, 無限二進列 αが P で圧縮不可能であ
るとは, lim supm→∞(m−K(α � m)) = ∞が成り立つことを言う. P で圧縮不可能な無
限二進列全体の零集合を P による零集合, 或いは, KP による零集合と呼ぶ.

演習 17. A ⊂ 2<ω × ω は,
∑

(σ,n)∈A 2−n ≤ 1を成り立たせるとする. このとき, ある接
頭関数 P が存在して, 任意の (σ, n) ∈ Aに対して, 長さ nのある有限二進列 τ が存在し
て, P (τ) = σ が成り立つ.
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演習 18. どんな零集合もある複雑性による零集合で覆われる.

定義 19 (Kランダム性). Kを複雑性の集合とする. 無限列 αが Kランダムであるとは,

どんな Kの要素による零集合にも属さないことを言う. （換言すれば, 任意の K ∈ Kに
対し, ある自然数 c ∈ ω が存在して, 任意の n ∈ ω に対し, K(α � n) ≥ n− cを満たすこ
とを言う. ）

定義 20 (機械). 2<ω 上の計算可能な部分関数を機械と呼ぶ.

定義 21 (Chaitinランダム性). KC を接頭機械による複雑性全体の集合とする. KC ラン
ダム性は, Chaitinランダム性とも呼ばれる.

定理 22. どんな接頭機械による零集合もある Martin-Löf テストによる零集合で覆わ
れる.

Proof. P を接頭機械とする. 定理 13 より, 任意の n ∈ ω に対して, λ({α ∈ 2ω :

(∃m)[KP (α � m) ≤ m− n]}) ≤ 2−n が成り立つ. 各 n ∈ ω に対して, An ⊂ 2<ω を,

An = {σ ∈ 2<ω : (∃τ)[P (τ) = σかつ |τ | ≤ |σ| − n]}

と定めれば, {An}n∈ω は c.e. 集合の計算可能列であり, かつ, [[An]] = {α ∈ 2ω :

(∃m)[KP (α � m) ≤ m − n]} が成り立つ. よって, {[[An]]}n∈ω は, Martin-Löf テス
トであり, かつ, その零集合は P による零集合を覆う.

補題 23 (Kraft-Chaitin の定理).
∑

(σ,n)∈A 2−n ≤ 1 を満たす任意の c.e. 集合 A ⊂
2<ω × ω に対し, ある接頭機械 P が存在して,

∑
τ∈dom(P ) 2

−|τ | =
∑

(σ,n)∈A 2−n, かつ,

任意の (σ, n) ∈ A に対して, 長さ n のある有限二進列 τ が存在して P (τ) = σ が成り
立つ.

Proof. A が無限集合のときのみ証明する. （有限集合のときも同様にして示せる. ）
i 7→ (σi, ni) を ω から A への計算可能な全単射とする. 接頭機械 P のグラフ GP =

{(τi, σi) : i ∈ ω}を次のように再帰的に定める.

B0 = {∅}, k0 = 0 と定める. 今, Bm と互いに比較不可能な有限二進列 {τi}i<m が定
まったとして, Bm+1 と τm を定めたい. 帰納法の仮定として, Bm は任意の異なる二元が
比較不可能かつ異なる長さを持つような有限二進列の有限集合とし, {τi}i<m は任意の異
なる二成分は比較不可能かつ各 i < mに対し |τi| = ni を満たすとし, 任意の Bm の元と
{τi}i<m の元は比較不可能であり, [[Bm ∪ {τi : i < m}]] = 2ω としてよい. 帰納法の仮定,

及び, Aについての仮定より, ある ρ ∈ Bm が存在し, ρ ≤ nm でなければならない. なぜ
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なら, そうでないとすると,
∑

ρ∈Bm
2−|ρ| < 2−nm であるから,

1 =
∑

ρ∈Bm

2−|ρ| +
∑
i<m

2−|τ | < 2−nm +
∑
i<m

2−ni <
∑
i∈ω

2−ni ≤ 1

となり矛盾する. ρ0 を |ρ| ≤ nm を満たす ρ ∈ Bm のうちの長さが最大の有限二進列とす
る. a = nm − |ρ0|と置く. τm = ρ01

a, Bm+1 = (Bm \ {ρ0})∪ {ρ01i0 : i < a}と定める.

定め方から, 帰納法の仮定としていた条件を Bm+1 と {τi}i<m+1 は保っている.

以上で P が定まった. dom(P ) = {τi : i ∈ ω} で, かつ, |τ | = ni であるから,∑
τ∈dom(P ) 2

−|τ | =
∑

(σ,n)∈A 2−n が成り立つ. 他の性質は, P の定め方から, その成立は
明らかである.

定理 24. どんな Martin-Löf テストによる零集合もある接頭機械による零集合で覆わ
れる.

Proof. {Tn}n∈ω を Martin-Löf テストとする. 必要であれば適切に部分列を取ること
で, 任意の n ∈ ω について λ(Tn) ≤ 2−2n−1 を仮定してよい. {An}n∈ω を 2<ω の反
鎖 c.e. 部分集合の計算可能な列で, 任意の n ∈ ω に対し Tn = [[An]] を満たすものとす
る. このとき,

∑
σ∈An

2−|σ| = λ(Tn) ≤ 2−2n−1 が成り立つ. c.e.集合 A ⊂ 2<ω × ω を,

A = {(σ, |σ| − n) : σ ∈ An}で定める. このとき,∑
(σ,|σ|−n)∈A

2−|σ|+n =
∑
n∈ω

∑
σ∈An

2−|σ|+n ≤
∑
n∈ω

2−2n−12n = 1

が得られる. よって, Kraft-Chaitin の定理より, 接頭機械 P が存在して, 任意の n ∈ ω

と σ ∈ An に対して, 長さ |σ| − n の有限二進列 τ が存在して P (τ) = σ が成り立つ.

α ∈
∩

n∈ω Tn であれば, 任意の n ∈ ω に対し, ある σ ∈ An が存在して σ ≺ αである. P

の取り方から, KP (σ) ≤ |σ| − nが成立する. n ∈ ω は任意だったので, αは KP による
零集合の要素になる.

系 25. Chaitinランダム性とMartin-Löfランダム性は一致する.

定義 26 (計算可能測度接頭機械). 接頭機械 P が 計算可能測度接頭機械 であるとは,

λ([[dom(P )]])が計算可能であることを言う.

演習 27. 任意の計算可能測度接頭機械 P に対して, ある接頭機械 P ′ が存在して,

λ([[dom(P )]]) = 2−1 であり, かつ, 任意の σ ∈ 2<ω に対して, KP ′(σ) ≤ KP (σ) + 1が成
り立つ.
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定理 28. どんな計算可能測度接頭機械による零集合もある Schnorrテストによる零集合
で覆われる.

Proof. P を計算可能測度接頭機械とする. 各 n ∈ ω に対して, An ⊂ 2<ω を,

An = {σ ∈ 2<ω : (∃τ)[P (τ) = σかつ |τ | ≤ |σ| − n]}

と定める. 定理 22と同様にして, {[[An]]}n∈ω は, Martin-Löfテストであり, かつ, その零
集合は P による零集合を覆うことが分かる. よって, {[[An]]}n∈ω が Schnorrテストであ
ることを示すには, あと, n 7→ λ([[An]])が計算可能であることのみ示せばよい. λ(P )は計
算可能なので, ω 上の計算可能関数 m → sm で, λ(P )− λ(Psm) ≤ 2−m を満たすものが
存在する. 今, An,s ⊂ An を

An,s = {σ ∈ 2<ω : (∃τ)[Ps(τ) = σかつ |τ | ≤ |σ| − n]}

と定める. すると, λ([[An,s]]) は n, s について一様に計算可能である. さらに, 任意の
n,m ∈ ω に対して, 不等式

λ([[An]])− λ([[An,sm ]]) ≤
∑

σ∈An\An,sm

2−|σ| ≤
∑

τ∈dom(P )\dom(Psm )

2−|τ |−n ≤ 2−m−n

が成り立つから, λ([[An]])は nについて一様に計算可能であることが分かる.

定理 29. どんな Schnorrテストによる零集合もある計算可能測度接頭機械による零集合
で覆われる.

Proof. 証明は定理 24と全く同じである. 定理 24における接頭機械 P は, Kraft-Chaitin

の定理により得られたから,
∑

τ∈dom(P ) 2
−|τ | =

∑
n∈ω(λ(Tn)2

−n) が成り立っている.

Schnorr テストであれば, λ([[dom(P )]]) =
∑

n∈ω(λ(Tn)2
−n) は計算可能であるから,

dom(P )は計算可能な測度を持つ.

系 30. 計算可能測度接頭機械による複雑性全体の集合を KS で表す. このとき, KS ラン
ダム性は Schnorrランダム性と一致する.

演習 31. λ([[dom(P )]]) = 2−1 を満たす接頭機械 P による複雑性全体の集合を K′
S で表

す. このとき, K′
S ランダム性は Schnorrランダム性と一致する.

定義 32 (万能 K複雑性). Kを複雑性の集合とする. 複雑性 K ∈ Kが万能 K複雑性で
あるとは, Kのどんな要素による零集合も, K による零集合に覆われることを言う.
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定義 33 (最適 K複雑性). Kを複雑性の集合とする. 複雑性 K ∈ Kが最適 K複雑性で
あるとは, 任意の K ′ ∈ K に対して, ある n ∈ ω が存在し, 任意の σ ∈ 2<ω に対して,

K(σ) ≤ K ′(σ) + nが成り立つことを言う.

演習 ∗ 34. Kを複雑性の集合とする. 最適 K複雑性は万能 K複雑性である.

定理 35 (最適 KC 複雑性の存在). 最適 KC 複雑性は存在する.

Proof. 計算可能な列 {fn}n∈ω を, 各 n ∈ ω について fn は 2<ω 上の計算可能な部分関数
であり, かつ, 全ての 2<ω 上の計算可能な部分関数はこの列に現れているものとする. 接
頭機械の計算可能な列 {f ′

n}n∈ω を次のように定める. n ∈ ω と σ ∈ 2<ω に対し, fs(σ)が
定義されるような sを探す. もしあれば, そのような最小の s0 を選び, dom(fs0)が反鎖
集合か否かを判定する. もし成り立てば, f ′

n(σ) = fn(σ)とする. {f ′
n}n∈ω の定め方から,

任意の n ∈ ω に対して, fn は接頭機械である. したがって, P を P (1n0σ) = f ′
n(σ)と定

めれば, これも接頭機械となっている.

P による複雑性 KP が最適であることを見るために, 任意に接頭機械 P ′ を固定する.

このとき, ある n ∈ ωが存在して, fn = P ′ であり, dom(P ′)は反鎖だから, f ′
n = P ′ であ

る. したがって, 任意の σ ∈ 2<ω に対して, P (1n0σ) = P ′(σ)が成り立つ. 故に, 任意の
τ ∈ 2<ω についてKP (τ) ≤ KP ′(τ) + n+ 1が成り立つ.

系 36. 万能 KC 複雑性は存在する. また, 万能Martin-Löfテストは存在する.

次の章で, 万能 Schnorrテストや万能 KS 複雑性の非存在を証明する.

4 マルチンゲールによるアプローチ
定義 37 (マルチンゲール). M : 2<ω → {r ∈ R : r ≥ 0}がマルチンゲールであるとは,

2M(σ) = M(σ0) +M(σ1)を満たすことを言う. マルチンゲールM が無限二進列 α上
で勝つ, 或いは, 成功するとは, lim supn→∞ M(α � n) = ∞であることを言う. M がそ
の上で勝てる無限二進列全体をWin(M)と書く.

演習 ∗ 38. 任意のマルチンゲールM と σ ∈ 2<ω と n ∈ ω に対し, M(σ) ≤ 2|σ|M(∅),
及び,

∑
{M(τ) : τ ∈ 2<ω かつ |τ | = n} = 2nM(∅)が成り立つ.

定理 39. 任意のマルチンゲールM と正の実数 r に対して, 不等式

λ({α ∈ 2ω : (∃n)[M(α � n) ≥ r]}) ≤ r−1M(∅)
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が成立する.

Proof. 任意の m ∈ ω に対して, Um をM(σ) ≥ r を満たす長さ m 以下の有限二進列 σ

のうち, どんな τ ≺ σ もM(τ) ≥ r を満たさないものを全て集めた集合とする. 任意の
m ∈ ω と σ ∈ Um に対して, マルチンゲールの定義から,∑

{M(τ) : τ ∈ 2<ωかつ |τ | = m} = 2mM(∅) (1)

や ∑
{M(τ) : τ ∈ 2<ωかつ |τ | = mかつσ ≼ τ} = 2m−|σ|M(σ) (2)

が成り立つ. さらに, σ ∈ Um に関する (2) の総和は (1) の値以下であり, σ ∈ Um なら
M(σ) ≥ r であることから,∑

σ∈Um

2m−|σ|r <
∑

σ∈Um

2m−|σ|M(σ) ≤ 2mM(∅)

を得る. よって, 2mr で割ることにより,
∑

σ∈Um
2−|σ| ≤ r−1M(∅) が得られる. m → ∞

とすれば, λ({α ∈ 2ω : (∃n)[M(α � n) ≥ r)]}) ≤ r−1M(∅)が分かる.

系 40. 任意のマルチンゲールM に対して, Win(M)は零集合である.

定義 41 (M による零集合). 任意のマルチンゲール M に対し, Win(M) を
M による零集合と呼ぶ.

補題 42. {Mn}n∈ω をマルチンゲールの列とする. もし
∑

n∈ω Mn(∅) が有限ならば,

M(σ) =
∑

n∈ω Mn(σ)で定まるM もマルチンゲールである.

Proof. 任意の σ ∈ 2<ω に対して, Mn(σ) ≤ Mn(∅)2|σ| に注意すれば,

M(σ) ≤
∑
n∈ω

Mn(σ) ≤
∑
n∈ω

Mn(∅)2|σ| = 2|σ|
∑
n∈ω

Mn(∅)

が得られ, この最左辺は実数値を取るから, M(σ)も実数に値を持つ. これにより, M がマ
ルチンゲールになることは, 各Mn がマルチンゲールであることから明らかであろう.

定理 43. 任意の零集合 N に対して, あるマルチンゲールM が存在して, N ⊂ Win(M)

が成り立つ.

Proof. テスト {Tn}n∈ω を, N ⊂
∩

n∈ω Tn であり, かつ, λ(Tn) ≤ 2−n を満たすとする.

Mn をMn(σ) = λ({α ∈ Tn : σ ≼ α})2|σ| と定めると, これはマルチンゲールであり, か
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つ, Mn(∅) ≤ 2−n が成り立つ. よって, 補題 42より, M(σ) =
∑

n∈ω Mn(σ)で定まるM

はマルチンゲールである.

N ⊂ Win(M) を見るために, α ∈ N を固定する. 任意の n ∈ ω に対して, α ∈ Tn よ
り, ある σn ∈ 2<ω が存在して, σn ≺ αであり, かつ, [[σn]] ⊂ Tn が成り立つ. Mn の定め
方から, 任意の τ ≽ σn に対して, Mn(τ) = 1である. このことから, lim supm→∞ M(α �
m) = ∞が分かる.

定義 44 (Mランダム性). Mをマルチンゲールの集合とする. 無限二進列がMランダム
であるとは, その無限二進列において, どんなMの元も成功しないことを言う.

定義 45 (計算可能ランダム性). MC を計算可能マルチンゲール全体の集合とする. MC

ランダム性は, 計算可能ランダム性とも呼ばれる.

演習 46. 計算可能マルチンゲールM : 2<ω → {r ∈ R : r ≥ 0}に対して, Qへの強い意
味での計算可能関数であるようなマルチンゲールM ′ が存在して, Win(M) = Win(M ′)

が成り立つ.

定義 47 (c.e. マルチンゲール). マルチンゲールM が c.e. であるとは, ある計算可能関
数 M ′ : ω × 2<ω → {r ∈ R : r ≥ 0} が存在して, 任意の s ∈ ω と σ ∈ 2<ω に対し,

M ′(s, σ) ≤ M ′(s + 1, σ) ≤ M(σ) かつ lims→∞ M ′(s, σ) = M(σ) が成り立つことを言
う. このとき, M ′(s, σ) の代わりにMs(σ) と書く. c.e. マルチンゲール全体をMCE で
表す.

演習 ∗ 48. 計算可能マルチンゲールは c.e.マルチンゲールである.

定理 49. 任意の c.e. マルチンゲールによる零集合は, ある Martin-Löf テストによる零
集合によって覆われる.

Proof. M を c.e.マルチンゲールとする. 各 n ∈ ω に対して, Tn = [[{σ ∈ 2<ω : M(σ) >

n]}]] と定めれば, 定理 39 より, λ(Tn) ≤ n−1M(∅) を得る. また, 任意の σ ∈ 2<ω と
n ∈ ωに対して, 条件M(σ) > nは, (∃s)[Ms(σ) > n]と同値であり, これは σと nについ
ての c.e.関係であるから, {Tn}n∈ω は c.e.開集合の計算可能列である. よって, {Tn}n∈ω

はMartin-Löfテストである.

定理 50. 任意の Martin-Löf テストによる零集合は, ある c.e. マルチンゲールによる零
集合によって覆われる.
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Proof. {Tn}n∈ω をMartin-Löfテストとする. 必要であれば適切に部分列を取ることによ
り, {Tn}n∈ω は, 任意の n ∈ ωに対して λ(Tn) ≤ 2−n を満たすと仮定してよい. {Tn}n∈ω

の要素をそれぞれ生成する計算可能反鎖集合の計算可能列 {An}n∈ωを取る. 任意の n ∈ ω

と σ ∈ An に対して, Mσ
n を, τ ≽ σならMσ

n (τ) = 1, τ ≺ σならMσ
n (τ) = 2|τ |−|σ|, それ

以外のときはMσ
n (τ) = 0と定める. このMσ

n は, nと σ について一様に計算可能なマル
チンゲールである. Mσ

n (∅) = 2−|σ| より,
∑

σ∈An
Mσ

n (∅) = λ(Tn) ≤ 2−n であり, よって,∑
n∈ω

∑
σ∈An

Mσ
n (∅) ≤

∑
n∈ω

2−n ≤ 2

が成り立つ. 補題 42より, Mσ
n たちの総和としてマルチンゲールM をで得られる. M は

明らかに c.e.マルチンゲールである.∩
n∈ω Tn が M による零集合によって覆われていることを見るために, α ∈

∩
n∈ω Tn

を固定する. このとき, 各 n ∈ ω に対して, ある σ ∈ Tn が存在して, σ ≺ α が成り
立ち, 従って, 任意の m ≥ |σ| について Mσ

n (α � m) = 1 が成り立つ. このことから,

lim supm→∞ M(α � m) = ∞は明らかであろう.

系 51. MCE ランダム性とMartin-Löfランダム性とは一致する.

系 52. Martin-Löfランダム無限二進列であれば, 計算可能ランダムである.

注意 53. 一般に, 逆は成り立たない. すなわち, Martin-Löfランダムではない計算可能
ランダム無限二進列が存在する.

定義 54 (Schnorrマルチンゲール). 計算可能マルチンゲールM が Schnorrマルチンゲール
であるとは, ある計算可能な正実数の計算可能な上昇列 {rn}n∈ω が存在して,

n 7→ λ({α ∈ 2ω : (∃m)[M(α � m) > rn]})が ω から Rへの計算可能関数であることを言
う. Schnorrマルチンゲール全体をMS で表す.

定理 55. 任意の Schnorrマルチンゲールによる零集合は, ある Schnorrテストによる零
集合によって覆われる.

Proof. 証明は定理 49 とほとんど同じである. Schnorr マルチンゲールM を固定し, 定
義における計算可能な正実数の計算可能な上昇列 {rn}n∈ω を取る. 任意の n ∈ ω に対
して, Tn = [[{σ ∈ 2<ω : M(σ) > rn]}]] と定めれば, 定理 49 と同様にして, {Tn}n∈ω は
Martin-Löfテストであることが分かる. さらに, {rn}n∈ω の取り方から, λ(Tn)が nにつ
いて一様に計算可能であることも分かる. よって, {Tn}n∈ω は Schnorrテストである.
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演習 ∗ 56. {Tn}n∈ω は Schnorr テストで, 任意の n ∈ ω に対し λ(Tn) < 2−n−1 を満
たすとする. このとき, 任意の n ∈ ω と長さ n の有限二進列 σ に対して, Tn ∩ [[σ]] ⊂
T σ
n ⊂ [[σ]]かつ λ(Tσ

n ) = 2−n−1 を満たす nと σについて一様な c.e.開集合 T σ
n が存在し,

(σ, τ, n) 7→ λ(Tσ
n ∩ [[τ ]])が Qへの強い意味での計算可能関数となる.

定理 57. 任意の Schnorrテストによる零集合は, ある Schnorrマルチンゲールによる零
集合によって覆われる.

Proof. {Tn}n∈ω を Schnorr テストとする. 必要ならば適切に部分列を取ることで, 各
n ∈ ω に対して λ(Tn) < 2−n−1 が成り立つと仮定してよい. 演習 56 により, 任意
の n ∈ ω と長さ n の有限二進列 σ について一様な c.e. 開集合 T σ

n が得られる. 各
n ∈ ω と長さ n の有限二進列 σ に対して, マルチンゲール Mσ

n を, 任意の τ ∈ 2<ω に
対して, Mσ

n (τ) = λ(Tσ
n ∩ [[τ ]])2|τ |+1 で定める. T σ

n たちは演習 56 を満たすものとし
て取ったので, (σ, τ, n) 7→ Mσ

n (τ) は Q への強い意味での計算可能関数である. また,

Mσ
n (σ) = λ(T σ

n )2
|σ|+1 = 2−n−12n+1 = 1 である. さらに, 任意の τ ∈ 2<ω について

Mσ
n (τ) ≤ 2−|τ |2|τ |+1 = 2が成り立つ. 各 n ∈ ω と長さ nの有限二進列 σ に対して, Tσ

n

を生成する nと σ について一様な計算可能反鎖集合 Aσ
n ⊂ 2<ω を取る. Mσ

n の定め方か
ら, τ ∈ An ならばMσ

n (τ) = 2−|τ |2|τ |+1 = 2である.

さて, M を次のように再帰的に定めよう. まず, M(∅) = 1 と定める. 空列でない
σ ∈ 2<ω に対しては, まず, σ を,

σ = σ0σ1 · · ·σk かつ (∀i < k)[σi ∈ A
σ0···σi−1

|σ0···σi−1|] かつ (∀τ ≺ σk)[τ ̸∈ A
σ0···σk−1

|σ0···σk−1|] (3)

を満たす有限個の有限二進列 {σi}i≤k に分解する. 今, 帰納法の仮定からM(σ0 · · ·σk−1)

までは, 値が定まっているとしてよい. M(σ)を

M(σ) = M(σ0 · · ·σk−1)M
σ0···σk−1

|σ0···σk−1|(σ) = 2kM
σ0···σk−1

|σ0···σk−1|(σ)

と定める.

上のように定めた M はマルチンゲールで, Q に値を持つ強い意味での計算可能な関
数となっている. これが Schnorr マルチンゲールであることを示そう. そのためには,

λ({α ∈ 2ω : (∃m)[M(α � m) > 2n]})が nについて一様に計算可能であることを示せば
十分である.

Bn ⊂ 2<ω を, n = 0なら B0 = {∅}で, n > 0なら Bn は, σ を (3)のように分解した
とき k = n− 1かつ σk ∈ A

σ0···σk−1

|σ0···σk−1| であるような σ 全体の集合とする. {Bn}n∈ω は計
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算可能反鎖集合の計算可能列である.∑
ρ∈Bn+1

2−|ρ| =
∑
σ∈Bn

∑
τ∈Aσ

|σ|

2−|στ | =
∑
σ∈Bn

2−|τ |+1

より, 任意の n ∈ ω について
∑

σ∈Bn
2−|σ| = 2−n が成り立つ. nについて一様に計算さ

れる計算可能反鎖集合 Cn ⊂ 2<ω を

σ ∈ Cn ⇐⇒ M(σ) > 2n かつ (∀τ ≺ σ)[M(τ) ≤ 2n]

と定める. [[Cn]] = {α ∈ 2ω : (∃m)[M(α � m) > 2m]} となっていることに注意しよう.

任意の σ ∈ Cn に対し,

(∃τ ≺ σ)[τ ∈ Bn] かつ (∀τ ≺ σ)[τ ̸∈ Bn+1]

が成り立つ. 任意の a ∈ ω に対して, λ([[Bn \ Bn,s]]) ≤ a−1 を満たすような s は n と a

について一様に見つけることができる. よって, 任意の σ ∈ Bn と任意の a ∈ ω に対して,

λ([[Cσ
n \Dσ

n,a]]) ≤ a−1 を満たす有限集合 Dσ
n,a ⊂ Cσ

n が n, σ, aについて一様に計算でき
ればよい. ただし, Cσ

n = {τ ∈ Cn : σ ≼ τ}とする.

このことを見るために, n, a ∈ ω と σ ∈ Bn を固定する. fσ
n : {ρ ∈ Bn+1 : σ ≼ ρ} →

Cσ
n を fσ

n (ρ) ≼ ρを満たす関数とする. これは σ と nについて一様に計算可能な計算可能
関数である. τ ∈ Cσ

n ならば,

2n < M(τ) = 2nMσ
|σ|(τ) = 2nλ(Tσ

|σ| ∩ [[τ ]])2|τ |+1 = 2nλ([[f−1(τ)]])2|τ |+1

であるから, 両辺を 2n+|σ| で割って, 2−|τ | < 2λ([[f−1(τ)]]) が得られる. まず,∑
τ∈Bn+1\Bn+1,s

2−|τ | ≤ 2a−1 を満たす自然数 sを計算する. Dσ
n,a = f(Bn+1,s)と定め

よう. この集合 Dσ
n,a は n, a, σ について一様に計算可能であり, Dσ

n,a ⊂ Cσ
n が成り立つ.

任意の τ ∈ Cσ
n \Dσ

n,a について f−1(τ) ⊂ Bn+1 \Bn+1,s が成り立っているので,∑
τ∈Cσ

n\Dσ
n,a

2−|τ | < 2
∑

τ∈Cσ
n\Dσ

n,a

λ([[f−1(τ)]]) ≤ 2λ([[Bn+1 \Bn+1,s]]) ≤ a−1

を得る. 最左辺は λ([[Cσ
n \Dσ

n,a]])に等しいから, λ([[Cσ
n \Dσ

n,a]]) ≤ a−1 が得られた.

系 58. MS ランダム性と Schnorrランダム性とは一致する.

系 59. 計算可能ランダム無限二進列であれば, Schnorrランダムである.

注意 60. 一般に, 逆は成り立たない. すなわち, 計算可能ランダムではない Schnorrラン
ダム無限二進列が存在する.
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演習 61. c.e.マルチンゲールM で, ある計算可能な正実数の上昇列 {rn}n∈ω が存在し,

任意の実数 n ∈ ω に対し, λ{α ∈ 2ω : (∃n)[M(α � n) ≥ rn]} = r−1
n M(∅)を満たすM 全

体の集合をM′
S とおく. このとき, M′

S ランダムと Schnorrランダムとは一致する.

定義 62 (万能M マルチンゲール). M をマルチンゲールの集合とする. M の要素が
万能Mマルチンゲールであるとは, そのマルチンゲールで成功しなければ, Mランダム
であることを言う.

定理 63. 万能 c.e.マルチンゲールは存在する.

補題 64. どんな計算可能な無限二進列もMS ランダムではない.

Proof. αを計算可能な無限二進列とする. σ ∈ 2<ω に対して, M(σ)の値を, σ ≺ αなら
2|σ|, それ以外なら 0と定める. M は Schnorrマルチンゲールである.

補題 65. 任意の計算可能マルチンゲールM に対し, α ̸∈ Win(M)を満たす計算可能無
限二進列 αが存在する.

Proof. M を計算可能マルチンゲールとする. M(σk) < M(∅) + 1 は, σ ∈ 2<ω と
k ∈ {0, 1}について c.e.関係である. よって, 各 σ ∈ 2<ω に対して, この c.e.関係を満た
す k ∈ {0, 1}があればそのような k を値とする計算可能部分関数 f が存在する. M はマ
ルチンゲールだから, M(σ) < M(∅) + 1ならばM(σk) < M(∅) + 1を満たす k ∈ {0, 1}
が存在する. よって, αn = f(α � n)で定めれば, αは計算可能な無限二進列であり, かつ,

α ̸∈ Win(M)である.

定理 66 (万能 Schnorrテスト等の非存在). 万能 Schnorrテスト, 万能 KS 複雑性, 万能
Schnorrマルチンゲールは存在しない.

定理 67 (万能計算可能マルチンゲールの非存在). 万能計算可能マルチンゲールは存在し
ない.
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